1. Особенности исследования операций

Системный подход к анализу поставленной проблемы.

любая задача, какой бы частной она не казалась, рассматривается с точки зрения ее влияния на критерий функционирования всей системы. Наибольший эффект может быть достигнут только при непрерывном исследовании, обеспечивающем преемственность в переходе от одной задачи к другой. 

Для исследования операций характерно, что при решении каждой проблемы возникают все новые и новые задачи. Если сначала ставится узкие цели, применение операционных методов неэффективно. Наибольший эффект может быть достигнут только при непрерывном исследовании, обеспечивающем преемственность в переходе от одной задачи к другой. 

Одной из существенных особенностей исследования операций является стремление найти оптимальное решение поставленной задачи. Однако, часто такое решение оказывается недостижимым из-за ограничений, накладываемых имеющимися в наличии ресурсами или уровнем современной науки. Тогда приходится ограничиваться поиском достаточно хорошего или субоптимального решения. 

Особенность операционных исследований состоит и в том, что они приводятся комплексно, по многим направлениям. Для проведения такого исследования создается операционная группа. В ее состав входят специалисты различных областей: инженеры, математики, экономисты, социологи, психологи. 

2. Основные этапы операционного исследования
Постановка задачи.

Первоначально задачу формулируют с точки зрения заказчика. Во время анализа системы задача постепенно уточняется. 

Формализация задачи.

Получив достаточно строгую и логически непротиворечивую, содержательную постановку задачи, нужно построить ее математическую модель. 

Нахождение метода решения.

Для нахождения оптимального решения в зависимости от структуры задачи применяют те или иные методы теории оптимальных решений, называемые также методами математического программирования. 
Проверка и корректировка модели. 

В сложных системах, к которым относятся системы организационного типа, модель лишь частично отражает реальный процесс. Поэтому необходима проверка степени соответствия или адекватности модели и реального процесса. Проверку производят сравнением предсказанного поведения с фактическим при изменении значений внешних неуправляемых воздействий. Корректировка может потребовать дополнительных исследований объекта, уточнения структуры математической модели, многочисленных изменений переменных. Таким образом, 4 этапа многократно повторяются, пока не будут достигнуто удовлетворительное соответствие между выходами объекта и модели. 

Реализация найденного решения на практике.

Внедрение можно рассматривать как самостоятельную задачу, применив к ней системный подход и анализ. 

3. Классификация задач исследования операций по уровню информации о ситуации

Детерминированный уровень - наиболее простой уровень информации о ситуации - когда условия, в которых принимаются решения, известны полностью. 

Стохастический уровень - уровень, при котором известно множество возможных вариантов условий и их вероятностное распределение. 

Неопределенный уровень - уровень, когда известно множество возможных вариантов, но без какой либо информации об их вероятностях.

Линейное программирование 
- часть математического программирования, задачами которой является нахождение экстремума линейной целевой функции на допустимом множестве значений аргументов.  

Линейное программирование характеризуется тем, что: а)функция f(x) является линейной функцией переменных  x1 ,….,xn б) область G определяется системой линейных равенств или неравенств.
Задача линейного программирования 
- характеризуется тем, что целевая функция 
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 является линейной функцией переменных, а область допустимых значений G определяется системой линейных равенств или неравенств. Ставится задача: найти экстремум (максимум или минимум) целевой функции при условии, что переменные x принадлежат некоторой области G:
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Первая стандартная форма задачи линейного программирования имеет вид
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Вторая стандартная форма задачи линейного программирования имеет вид
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Во всех этих задачах функцию [image: image5.png]€% +CyXy t e, X,



называют целевой функцией.
Любой набор чисел [image: image6.png]


, удовлетворяющий ограничениям задачи, называют планом, а множество всех планов  допустимой областью. Тот план, который доставляет экстремум (минимум или максимум) целевой функции, называют оптимальным планом или просто решением задачи линейного программирования.
Геометрическая интерпретация задач линейного программирования
Для понимания всего дальнейшего полезно знать и представлять себе геометрическую интерпретацию

      область допустимых значений определяется системой линейных равенств  или неравенств" 
 задач линейного программирования
, которую можно дать для случаев n =2 и n =3.

Наиболее наглядна эта интерпретация для случая n =2, т.е. для случая двух переменных [image: image7.png]


и [image: image8.png]


. Пусть нам задана задача линейного программирования в стандартной форме
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Возьмём на плоскости декартову систему координат и каждой паре чисел [image: image11.png](%, %)



поставим в соответствие точку на этой плоскости.
Обратим прежде всего внимание на ограничения [image: image12.png]


и [image: image13.png]


. Они из всей плоскости вырезают лишь её первую четверть (см. рис. 1). Рассмотрим теперь, какие области соответствуют неравенствам вида [image: image14.png]ax tax, b



. Сначала рассмотрим область, соответствующую равенству [image: image15.png]ayx, +ayx,



. Как Вы, конечно, знаете, это прямая линия. Строить её проще всего по двум точкам.

Пусть [image: image16.png]


. Если взять [image: image17.png]


, то получится [image: image18.png]


. Если взять [image: image19.png]


, то получится [image: image20.png]x =bla



. Таким образом, на прямой лежат две точки [image: image21.png](0,b1a,)



и [image: image22.png]&la,0)



. Дальше через эти две точки можно по линейке провести прямую линию (смотри рисунок 2).

[image: image23.png]Puc. 2





Если же b=0, то на прямой лежит точка (0,0). Чтобы найти другую точку, можно взять любое отличное от нуля значение [image: image24.png]


и вычислить соответствующее ему значение [image: image25.png]


. 
Эта построенная прямая разбивает всю плоскость на две полуплоскости. В одной её части [image: image26.png]ax tax <b



, а в другой наоборот [image: image27.png]ax tax, >k



. Узнать, в какой полуплоскости какой знак имеет место проще всего, посмотрев, какому неравенству удовлетворяет какая-то точка плоскости, например, начало координат, т.е. точка (0,0).

Симплекс-метод 
- последовательное улучшение плана задачи линейного программирования, позволяющее осуществлять переход от одного допустимого базисного решения к другому, причем так, что значения целевой функции непрерывно возрастают, и за конечное число шагов находится оптимальное решение.
Алгоритм симплекс-метода

Теперь мы в состоянии сформулировать алгоритм симплекс-метода для решения задач линейного программирования, заданных в 

      целевая функция требует нахождения минимума, переменные неотрицательны, 


      а компоненты произведения матрицы ограничений и вектора переменных равны 


      соответствующим компонентам вектора ограничений" 
канонической форме
. Обычно он реализуется в виде так называемой симплекс-таблицы, изображенной на следующей странице.

В первом столбце этой таблицы располагаются обозначения векторов, входящих в базис.

Второй столбец  коэффициенты [image: image28.png]


целевой функции, соответствующие векторам, входящим в базис.

Третий столбец  компоненты опорного плана. В дополнительной строке в этом столбце пишется величина [image: image29.png]


. Её легко вычислить, перемножая числа из второго столбца и третьего столбца и складывая их.

Далее идут столбцы, соответствующие всем векторам [image: image30.png]


, и в этих столбцах записываются координаты этих векторов в рассматриваемом базисе. Заметим, что для векторов, входящих в базис, эти координаты имеют вид (0,0, ... ,0,1,0, ..., 0), где единица стоит в той строке, где находится сам этот базисный вектор.

В дополнительной строке сверху обычно выписывают коэффициенты [image: image31.png]


, соответствующие этим векторам.
В дополнительной строке снизу пишутся величины [image: image32.png]


, вычисляемые по формулам:

[image: image33.png]


.

Заметим, что для векторов, входящих в базис, эти разности всегда равны нулю.
Этап 1 

Просматривается дополнительная строка снизу, где записаны разности.  Если все эти разности [image: image34.png]


, то план является оптимальным
Этап 2 

Если есть столбцы, где [image: image35.png]


, то выбирается столбец с максимальным значением этой разности. Индекс j определит вектор, вводимый в базис.

Пусть [image: image36.png]


, то есть в базис надо вводить вектор [image: image37.png]


. Назовем столбец, соответствующий этому вектору, направляющим столбцом. В дальнейшем мы будем направляющий столбец помечать символом [image: image38.png]


.

Этап 3

Просматривается столбец, соответствующий этому вектору. Если все [image: image39.png]%<0



, то значения целевой функции неограниченны снизу. Если есть [image: image40.png]x>0



, то находятся

[image: image41.png]



где просматриваются лишь те дроби [image: image42.png]xlxg



, для которых [image: image43.png]x>0




Пусть этот минимум достигается для вектора [image: image44.png]


. Тогда именно вектор [image: image45.png]


подлежит выводу из базиса. Строка, соответствующая этому вектору, называется направляющей строкой. В дальнейшем в примерах мы будем помечать ее символом [image: image46.png]


.
Этап 4

После того, как определены направляющие столбец и строка, начинает заполняться новая симплекс-таблица, в которой на месте направляющей строки будет стоять вектор[image: image47.png]


.

Обычно заполнение этой новой таблицы начинается именно с направляющей строки. В качестве компоненты опорного плана туда  пишется величина [image: image48.png]


, то есть

[image: image49.png]


.

Остальные элементы этой строки заполняются величинами

[image: image50.png]


.

Обратите внимание на особую роль элемента [image: image51.png]


, стоящего на пересечении направляющей строки и направляющего столбца. Именно на него делятся все бывшие элементы направляющей строки. На месте бывшего элемента [image: image52.png]


автоматически появляется единица.

Написанные выше формулы для пересчета элементов направляющей строки можно записать следующим правилом:
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Этап 5 

Далее начинается пересчет всех остальных строк таблицы, включая и дополнительную нижнюю строку по формулам: для компонент плана

[image: image54.png]%= Byxy



;

для координат разложения по базису
[image: image55.png]


;

для дополнительной строки
[image: image56.png]


.

Обратите внимание на то, что все эти формулы по сути дела строятся по одному правилу
[image: image57.png](HoBHIi sMeMenT) = (CTapH sMeMEHT) —
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.

Это правило применимо и к компонентам плана, и к величинам [image: image59.png]


, и к разностям [image: image60.png]


. Его даже можно использовать для пересчета элементов самого направляющего столбца, хотя проще заполнить его нулями, оставив 1 на месте бывшего элемента [image: image61.png]


. Далее итерации продолжаются.

Двойственные задачи линейного программирования 

- задачи линейного программирования, которые могут быть составлены из исходных задач линейного программирования согласно соответствующим правилам, о которых вы можете узнать при переходе по ссылке.
Симметричные двойственные задачи 

Рассмотрим задачу линейного программирования в стандартной форме

[image: image62.png]F(x)
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(1)
[image: image64.png]


,

Рассмотрим теперь следующую задачу

[image: image65.png]
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(2)
[image: image67.png]


,

Пара задач (1) и (2) называются двойственными друг другу задачами в симметричной форме.

Несимметричная двойственная задача 

Исходная задача имеет вид:

[image: image68.png]F(x)
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(3)

[image: image70.png]


,

Двойственная задача в несимметричной форме имеет вид

[image: image71.png]
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(4)
теорема двойственности:
Если исходная задача имеет решение, то и двойственная ей также имеет решение. При этом min формы F, min(f)=max(
[image: image73.wmf]j

), если в исходной задаче линейная фкц. неограниченна снизу, то в двойственной задаче система ограничений не имеет ни одного неотр. решения.
Транспортная задача

Пусть имеется однородный продукт, распределенный в определенных количествах (не обязательно одинаковых) в m складах. Этот продукт необходимо доставить в n пунктов потребления, причем в каждый пункт установленное количество. Запасы и потребности сбалансированы. Стоимость перевозки из конкретного склада в конкретный пункт индивидуальна. Товар должен быть вывезен из всех складов и доставлен в требуемом количестве в каждый пункт. Задача заключается в минимизации транспортных расходов.
Целочисленное программирование

При решении многих задач нецелочисленное решение не имеет смысла. Раздел

принадлежности переменных определенному множеству." 
 математического программирования
, в котором на экстремальные задачи налагается условие дискретности переменных при конечной области допустимых решений, называется дискретным программированием. При наличии условия целочисленности имеется в виду подраздел дискретного программирования - целочисленное программирование.
1.2. Целочисленные и частично целочисленные задачи линейного программирования
Определение 2.1. Экстремальная задача линейного программирования, в которой на решение налагается целочисленность компонент, является задачей целочисленного программирования и называется целочисленной задачей. 
Определение 2.2. Экстремальная задача линейного программирования, в которой на решение налагается целочисленность нескольких компонент, является задачей целочисленного программирования и называется частично целочисленной задачей. 
Общий алгоритм метода Гомори

Определение 2.3. Правильное отсечение - отсечение, которое удовлетворяют следующим требованиям: 
1. линейно; 

2. отсекает часть области, не содержащей допустимых решений целочисленной[image: image74.png](F.G7)



-задачи не отсекает ни одного целочисленного оптимального плана. 

Алгоритм метода Гомори в общем виде

Этап 1 
Решается [image: image75.png](.G



- задача, соответствующая исходной [image: image76.png](F.G7)



 задаче.
 Если [image: image77.png](.G



-задача не имеет решения, т.е. G пуста или неограниченна в положительном направлении возрастания (убывания) F, то устанавливается неразрешимость целочисленной задачи.

Этап 2
Оптимальное решение [image: image78.png](.G



 Оптимальное решение [image: image79.png](.G



Если решение целочисленное, то задача решена.
В противном случае, если условие целочисленности не выполняется хотя бы по одной координате, то переходят к третьему этапу.
Этап 3

Дополнительное ограничение, которое 

1. линейно; 

2. отсекает часть области, не содержащей допустимых решений целочисленной [image: image80.png](F.G7)



- задачи;

3.  не отсекает ни одного целочисленного оптимального плана, который входит в систему ограничений. 

Процесс построения дополнительных ограничений продолжается до тех пор, пока не получится целочисленный план или же установится отсутствие целочисленного решения задачи.

В общем виде ЗНЛП состоит в определении макс. или мин. значений функции f(x1,x2,…,xn) (1) при условии, что её переменные удовлетворяют соотношениям: 
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где f и g  - некоторые известные функции n переменных, а 
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 - заданные числа.
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Метод множителей Лагранжа

Включает следующие этапы:

1) составл. фкц. Лагранжа

2) находим частн. произв. подфункции Лагранжа по перем. xj и xi, и приравниваем их нулю

3) решая систему ур-й (10), находим точки, в которых целевая функция задачи может иметь экстремум

4) среди точек, подозрительных на экстремум, находим такие, в к-х достиг. экстремум и вычисляем знач. функции (7) в этих точках.

Метод множит. Лагранжа можно применять и в том случае, когда условные связи (ограничения) представляют собой неравенства. Если треб. найти экстремум z=f(x), при условии g(x)(b, то сначала следует найти т. экстремума функции z из уравнений 
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, затем среди этих точек отобрать те, координаты которых удовл-ют системе уравнений


[image: image86.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

-

b

x

g

n

k

dx

dg

dx

df

k

k

)

(

,

1

0

l

 

точки, найденные в результате реш-я этой системы вместе с точками опред. на 1 этапе и ужовл. условию g(x)<b подлежат дальнейщему исследованию.

Выпуклое программирование 
Задачи выпуклого програмирования

Рассмотрим ЗНЛП

f(x1,…,xn)(max
(11)

gi(x1,…,xn) (bi

(12)

xj(0


(13)

Для решения сформулированной задачи в такой общей подстановке не сущ-ет универсальных методов. Однако для отд-х классов задач, в к-х сделаны доп. ограничения относительно свойств функций f, gi, разработаны эффективные методы их решения. В частности, ряд таких методов имеется для решения ЗНЛП (11)-(13)  при условии, что f вогнутая (выпуклая) функция и ОДР, определённая ограничениями (12)-(13) – выпуклая.

Выпуклое программирование 
· раздел математического программирования, где целевая функция и функции, определяющие допустимую область, являются выпуклыми.

Выпуклое множество 
· множество, которое вместе с двумя принадлежащими ему точками обязательно содержит отрезок, соединяющий эти точки.

Def 1

ф-я f(x1,…,xn), заданная на выпуклом множестве X, называется выпуклой, если для любых двух точек x1, x2 и любого (=(‾0,1‾)? выполняется соотношение:

f((x2++(1-()x1) c(f(x2)+(1-()f(x1)
(14)

Def 2

ф-я f(x1,x2,…,xn) на выпуклом множестве X называется вогнутой, если для любых 2 точек x1, x2 и любого ( выполняется соотношение:

f((x2+(1-()x1)( (f(x2)+(1-()f(x1)

(15)

Def 3

Говоря, что множество доп. решений задачи (11)-(13) удовлетворяет условию регулярности, если сущ-ет по кр. мере xi(ОДР, такая ,что gi(xi)<bi, где x=‾1,n‾

Def 4

Задача  (11)-(13) наз-ся задачей выпуклого программирования, если функция f(x1,…,xn) явл вогнутой (выпуклой), а функция gi(x), i=‾1,m‾ - выпуклой.

Теорема: 

Любой локальный max (min) ЗВП является глобальным max (min).

Def 5

Функцией Лагранжа ЗВП (11)-(13) наз-ся функция

L(x1,…,xn,y1,…,ym)=f(x1,…,xn)+ 
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(16),

где y1,…,ym  - множители Лагранжа.

Def 6

Точка (x0,y0)=(x10,…,xn0,y10,…,ym0) называется седловой точкой функции Лагранжа, если 

L(x1,…,xn,…,y10,…,ym0) ( L(x10,…,xn0,y10,…,ym0), для всех xj(0, j= ‾1,n‾, а yi(0, i=‾1,m‾

Теорема 2

(Теорема Куна-Таккера) (о седловой точке)
Для ЗВП (11)-(13) множество допустимых решений, к-е обладает свойством регулярности

xj(0, yi(0, x0=(x10,…,xn0)

x0 явл. оптимальным планом, когда существует такой вектор y0=(y10,…,ym0), yi0 (0, i=‾1,m‾ , что

(x0,y0) – седловая точка функции Лагранжа.

Для решения задач этого типа разработаны многочисленные численные методы, приспособленные для решения на ЭВМ, в основном связанные с понятием градиента целевой функции и основной идеей о том, что функция наиболее быстро убывает, если двигаться в направлении, противоположном градиенту. К ним относятся метод градиентного спуска, метод сопряженных градиентов и т.д. Но есть и методы, основанные на других идеях  метод штрафных функций, многочисленные варианты метода случайного поиска и т.д.
Динамическое программирование

Динамическое программирование — это вычислительный метод для решения задач определенной структуры. Возникло и сформировалось в 1950-1953 гг. благодаря работам Р. Беллмана над динамическими задачами управления запасами. В упрощенной формулировке динамическое программирование представляет собой направленный последовательный перебор вариантов, который обязательно приводит к глобальному максимуму. 

Основные необходимые свойства задач, к которым возможно применить этот принцип:

1. Задача должна допускать интерпретацию как n-шаговый процесс принятия решений. 

2. Задача должна быть определена для любого числа шагов и иметь структуру, не зависящую от их числа. 

3. При рассмотрении k-шаговой задачи должно быть задано некоторое множество параметров, описывающих состояние системы, от которых зависят оптимальные значения переменных. Причем это множество не должно изменяться при увеличении числа шагов. 

4. Выбор решения (управления) на k-м шаге не должен оказывать влияния на предыдущие решения, кроме необходимого пересчета переменных. 

Задача о выборе траектории, задача последовательного принятия решения, задача об использовании рабочей силы, задача управления запасами — классические задачи динамического программирования.

Задачи распределения ресурсов
На практике очень часто встречаются многоэтапные опер-и связ-е с разл. распределением тех или иных ресурсов. Речь может идти о распределении денежных средств, сырья, рабочей силы по предприятиям, отраслям промышленности или этапам отд. работ и т.д.

Задача ставится следующим образом: имеется определённое начальное количество средств k0, которое мы должны распределить в течении m лет между 2 отраслями производства I и II, средства, вложенные в каждую отрасль, приносят за год определённый доход, зависящий от объёма вложений. Если мы вложим ср-ва X в отрасль I, то за год получим доход, равный f(X).

При этом вложенные ср-ва частично уменьшаются, так что к концу года от них остаётся какая-то часть 
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(X)<X. Аналогично ср-ва 
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, вложенные в отрасль II, приносят за год доход g(
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 по истечении года оставшиеся от k0 ср-ва заново распределяются м\у отраслями I и II. Новых ср-в извне не поступает и в производство вкладываются все оставшиеся в наличии ср-ва. Доход в пр-во не вкладывается, а накапливается отдельно. требуется найти такой способ управления ресурсами (какие ср-ва в какие годы и в какую отрасль), при котором суммарный доход от обеих отраслей за m лет будет максимальным. 

Теория игр

Предмет теории игр

Теория игр - теория математических моделей принятия решений в условиях неопределенности, в условиях столкновения, конфликтных ситуациях, когда принимающий решение субъект (игрок), располагает информацией лишь о множестве возможных ситуаций, в одной из которых он в действительности находится, о множестве решений, которые он может принять, и о количественной мере того выигрыша, который он мог бы получить, выбрав в данной ситуации данную стратегию.

Теория игр пытается математически объяснить явления, возникающие в конфликтных ситуациях, в условиях столкновения сторон. Такие ситуации изучаются психологией, политологией, социологией, экономикой.
Общие сведения о теории игр вы можете найти здесь.

Классификация игр

По выигрышу: 
1. Антагонистические игры;

2. Игры с нулевой суммой. 

По характеру получения информации:
1. Игры в нормальной форме (игроки получают всю информацию до начала игры);
2. Динамические игры (информация поступает в процессе игры). 

По количеству стратегий:
1. Конечные игры;
2. Бесконечные игры. 

По составу игроков:
1. Бескоалиционные игры;
2. Коалиционные игры. 

Теория массового обслуживания

Предмет и задачи 

В производственной деятельности и повседневной жизни часто возникают ситуации, когда появляется необходимость в обслуживании требований или заявок поступающих в систему. Иногда системы обслуживания обладают ограниченными возможностями для удовлетворения спроса и это приводит к образованию очередей. Примерами подобных явлений могут быть очереди в магазинах, билетных кассах, скопление самолетов над аэродромами... Предмет теории массового обслуживания - системы массового обслуживания.

Задачами теории массового обслуживания является анализ и исследование явлений, возникающих в системах обслуживания. Одна из основных задач теории заключается в определении таких характеристик системы, которые обеспечивают заданное качество функционирования, например, минимум времени ожидания, минимум средней длины очереди.

Общей особенностью всех задач, связанных с массовым обслуживанием, является случайный характер исследуемых явлений. Количество требований на обслуживание, временные интервалы между их поступлениями и длительность обслуживания случайны. Поэтому основным аппаратом описания систем обслуживания оказывается аппарат теории случайных процессов, в частности, Марковских. Для исследования процессов, происходящих в этих системах, применяются методы имитационного моделирования.

Обслуживающие системы 

Система - совокупность элементов, связей между ними и цели функционирования. 
Любой системе массового обслуживания характерна структура, которая определяется составом элементов и функциональными связями.
Основные элементы системы следующие: 

1. Входящий поток требований;

2. Приборы обслуживания;

3. Очередь требований;

4. Выходящий поток требований. 

Примеры входящих потоков: поток информации; поток клиентов в мастерской по ремонту; поток прибывающих в аэропорт самолетов...

Классификация обслуживающих систем по составу

1. Одноканальные системы;

2. Многоканальные системы (много приборов обслуживания). 

Классификация по времени пребывания
требований в системе до начала обслуживания

1. Системы с неограниченным временем ожидания;
2. Системы с отказами (вновь поступившее требование, застав все приборы занятыми, покидает систему);
Системы смешанного типа (поступившее требование становится в очередь, но, в отличие от (1), оно в очереди может находиться ограниченное время, после чего, не дождавшись обслуживания, покидает систему.
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